8.4.4 Vyuziti limit posloupnosti

Predpoklady: 080403

Pedagogicka poznamka: Neni samoziejmé mozné oducit obsah hodiny s béZnou tiidou za
45 minut. V tomto piipad¢ jde spiSe o soupis moznych tkolt pro rizné
disponované zaky ve tiidé€. Pti praci s vétSinou tfidy projdeme tvodni ¢ast hodny
spolecné s projektorem, chvili samostatné pracujeme na ptikladu 6 a po jeho
pomérné Casné kontrole Zaci samostatné pracuji na zbytku hodiny s tim, Ze bod 8

¢) je pouze bonus pro zijemce.

H Pf.1: Rozhodni zda plati véta: ,,Je-li posloupnost omezend, pak je konvergentni.* Pokud
‘ véta neplati, najdi protiptiklad. Pokud véta plati, zkus zdiivodnit proc.

00

| Véta urdité neplati. Napiiklad posloupnost ([—1]") je omezend, ale neni konvergentni

n=l1

(hodnoty neustale skakaji mezi 1 a —1).

Pr.2: Rozhodni zda plati véta: ,Je-li posloupnost neklesajici (nerostouci), pak je
konvergentni.* Pokud véta neplati, najdi protiptiklad. Pokud véta plati, zkus
zdtvodnit proc€.

Véta urcité neplati. Naptiklad posloupnost (n)n:l je rostoucti (a tedy neklesajici), ale neni
. konvergentni (hodnoty neustéle rostou a nebliZi se k Zidnému redlnému ¢islu).

H Pr.3: Zkus na zdklad€ pfedchozich dvou ptfikladii navrhnout, které vlastnosti by
posloupnost méla najednou splilovat, aby byla konvergentni.

- Vyjdeme z pfedchozich dvou piikladii:

K posloupnost ([—l]") B je omezend, ale neni konvergentni, protoze hodnoty neustéle

skdkaji mezi 1 a —1. Kdyby se hodnoty omezené posloupnosti ménily ,,jednim
smérem** (napiiklad neustdle rostly), posloupnost by zfejmé byla konvergentni.
Hodnoty by nemohly neustdle rtst (kvli omezenosti) a zaroven by se musely
zvétSovat = posloupnosti by nezbylo nic jiného nezZ se zespoda bliZit k néjakému
Cislu.

-+ posloupnost (n):;1 je neklesajici, ale neni konvergentni, protoZe hodnoty neustdle

rostou a neblizi se k Zddnému redlnému ¢islu. Kdybychom neklesajici posloupnost
omezili shora, posloupnost by zfejmé byla konvergentni. Hodnoty by neustéle rostly a
zéaroven by nemohly piekrocit ur¢itou hodnotu = posloupnosti by nezbylo nic jiného
nez se zespoda blizit k n¢jakému cislu.

- Pokud bude posloupnost omezend a neklesajici (nerostouct, rostouct, klesajici), bude
' konvergentni.

Je-li posloupnost neklesajici (rostouci) a piritom shora omezena, pak je konvergentni.



Je-li posloupnost nerostouci (klesajici) a pfitom zdola omezena, pak je konvergentni.

Vzpominka z prvniho ro¢niku: Jak uréime hodnotu V29

V2 nenf mozné napsat konecnym desetinnym rozvojem, ale mtiZzeme jeji hodnotu dopocitat
umociiovanim libovolny pocet desetinnych mist.
1<V2<2

P=1<2<4=22
1,4> =1,96<2<2,25=1,5 1,4<2<1,5
1,412 =1,9881<2 <2,0164 =1,42> L41<~/2<1,42
1,414 =1,999396 < 2 < 2,002225 = 1,415 1,414 <2 <1,415
1,4142% =1,99996164 < 2 < 2,00024449 =1,4143> 1,4142 <2 <1,4143

1,41421* =1.9999899241 <2 < 2.0000182084 =1,41422> = 1,41421<+/2 <1,41422
Takto mtizeme za dlouhych zimnich vecerti pokracovat libovoln¢ dlouho.

R

V pravém sloupci jsme ziskali dvé posloupnosti:
° (an)::l: 1, 1,4, 1,41’ 1’414,

o (b)) 2:1,5,1,42;1,415; ...

Pr.4: Urci vlastnosti posloupnosti (an )::1 a (b )::1 . Co z téchto vlastnosti vyplyva?

n

- Posloupnost (a, )::1:
1 » rostouci = neklesajici
- shora omezend (a, < J2)

. = je konvergentni.

Posloupnost (bn)::13

| * klesajici = nerostouci
-+ zdola omezend (b, > J2 )

= je konvergentni.

Hodnoty posloupnosti (an ): , se zdola blizi k V2, hodnoty posloupnosti (bn ): sek V2

= =]

blizi shora = plati lima, =limb, =\2.

n-oo n-o

Proc¢ to tak feSime?

V matematické teorii mdme dobie zavedena piirozend, celd i raciondlni Cisla. Potfebujeme si
vSak ujasnit, co jsou vlastné zac Cisla iraciondlni. Uk4zalo se, Ze k tomu dobfe mohou
poslouzit limity posloupnosti a na kazdé iraciondlni (ale i raciondlni, tedy obecn¢ redlné ¢islo)
se muZeme divat jako na limitu dvou posloupnosti analogickych tém, které jsme nasli pro

V2.



Tvrzeni lima, =limb, = J2 jsme zatim nedokézali. V diikazu se musime ujistit, Ze hodnoty

n—o n—o

nekonecn¢ mnoha ¢lentt obou posloupnosti padnou do libovolné tenkého pasu okolo 2 =

potifebujeme popsat, Ze hodnoty obou posloupnosti se ptiblizuji k sob¢ i k V2.

V tabulce je vidét, Ze v kazdém dal$im fadku se odhad zptesni o jedno desetinné misto =

rozdil b, —a, se v kazdém kroku zmensi desetkrit = b —a, =

Dokazujeme limitu pro (an )::1

Vyjdeme z b, —a, = 10%, nahradime b,

nerovnosti b, > 2 (dvé mouchy jednou

ranou, zbavime se b, a objevi se \/E )

Ly 5

an + n-1
1
a, t—- >2 /-a,
10
1_1 >\2 -a,
10"

Rozdil 2 —a, je urité kladny = mizeme
pridat absolutni hodnotu
1
N R P
10"
Pro libovolné £ >0 urcité existuje n, UN

takové, aby pro vSechna n = n, platilo

<& =

10"
a, —\/5‘ <
lima, = 2

n-o

<€ =

n-1

Pi. 5:

Dokazujeme limitu pro (an )::1

1
Vyjdeme z b, —a, = o nahradime b,

nerovnosti b, > V2 (dvé mouchy jednou

ranou, zbavime se b, a objevi se V2 )

I

10

a,t+

Doplit do druhého sloupce dikaz pro posloupnost (bn )°o

1
10)1—1 -

n=1"

Dokazujeme limitu pro (b, )::1

1
Vyjdeme z b, —a, = o nahradime a,

nerovnosti a, < V2 (dvé mouchy jednou

ranou, zbavime se a, a objevi se \/5 )

<2

b, - —=a,
10"



1,1_1 >\2 /-a,

a,t+
10
1_1 S \/E_an
10"

Rozdil v2 —a, je urcité kladny = mizeme
pridat absolutni hodnotu
1
‘\/5 - an an - \/5‘ < -1
10"
Pro libovolné € >0 urcité existuje n, UN

takové, aby pro vSechna n = n,, platilo

1

— E =

10

an—\/z‘< — <& =
lima =2
Pi. 6

2+

10n—1

b -— <2

- lon—l
bn - \/E < 1 -1
10"
Rozdil b, =2 je urcit& kladny = mbizeme
ptidat absolutni hodnotu
bn - \/5‘ < 1—1
10"
Pro libovolné & >0 urcité existuje n, UN

takové, aby pro vSechna n = n, platilo

<€ =

10n—1

b —x/i‘<

<& =

n

lon—l

limb, =2

n-o

Proc je tfeba v predchozich dvahach pracovat s tim, Ze posloupnost (an )::1 je

1 7 o e e v 7 v 7z o 24
neklesajici a posloupnost (b,Z )n:1 nerostouci a neni mozné pouZzivat ndzornéjsi

oznaceni posloupnosti (an )::1 jako rostouci a (bn)‘::1 jako klesajici? Argumentuj

pomoci hodnoty V2 na2s desetinnych mist J2 = 1,4142135623730950488016887 .

- Pii zpfestiovén{ vysledkl se mlize stdt, Ze se hodnota posloupnosti @, nebo b, nezméni.
Naptiklad pti zpfesnéni z 12 na 13 desetinnych mist se odhady zméni takto:
"+ posloupnost (a,)” : z V2 =1,414213562373 na /2 =1,4142135623730

“+ posloupnost (b,)" : z \/2 =1,414213562374 na /2 =1,4142135623731

. = hodnota posloupnosti (an )::1 se nezménila = hodnota neklesajici posloupnosti (an )::1

- se neméni vzdy, kdyZ desetinny rozvoj obsahuje nulu.

" Podobn& hned v néasledujicim kroku:

"+ posloupnost (a,)” : z /2 =1,4142135623730 na v/2 =1,41421356237309
~« posloupnost (b,)": z v/2 =1,4142135623731 na +/2 =1,41421356237310

= hodnota posloupnosti (bn )::1 se nezménila = hodnota nerostouci posloupnosti (bn )::1 se

neméni vZdy, kdyz desetinny rozvoj obsahuje devitku.

vV,

Pr.7: Jedna z nejdulezitéjSich matematickych konstant je dana jako limita lim(l +lj .
n— o n

vV,



| n 100
e n=100: (1 +lj = (1 +ﬁj =2,7048 = ziejm¢e jde o Cislo e,
' n

n 1000
e n=1000: (1 +1J = (1 +ﬁ} =2,7169 = opravdu to bude &islo e.
! n

Presn&j$i hodnota ¢isla: e =2,7182818284590452353.

Pr. 8: Daleko rychleji nez postupem z ivodu hodiny je mozné ziskat hodnotu odmocniny
z kladného ¢isla a takto:

Nejprve zvolime kladné ¢islo x,; jehoZz druhd mocnina je vétsi nez a. Pak plati:

a . ) .. N . .
— <+a <x,;. Odmocnina z a je pak limita rekurentné¢ dané posloupnosti
X

1

_1fa
XnH—E x—+xn .

a) Ur¢i tolik prvnich ¢lenti posloupnosti, abys urcil hodnotu V2 s piesnosti na pét
desetinnych mist.

b) Vypocti pomoci tohoto algoritmu J7 a 10,3 na tfi desetinnad mista.
¢) Dokaz platnost tohoto postupu (ptedpokladej, Ze posloupnost (xn )::l je
konvergentni, poté vyuZzij rovnost limx, =limx , =c).

n—o n—o

' a) Ur¢i tolik prvnich &lenti posloupnosti, abys uréil hodnotu V2 s piesnosti na pét
- desetinnych mist.

PfibliZna hodnota \/E na Sest desetinnych mist: \/E =1,414214.
- Jako x; zvolime &islo 2 (2° >2 atedy x; >a)

DT Teyr “r x . I a
+ UrCujeme dalsi ¢leny posloupnosti vzorcem x,,, =— = +x, |:

n

o =123 :l[€i+§j:l[€1—7j:1—7£1,41666
| 213721721 2) 206/ 12
- 2

x4:l 2.0 =l[€%+£)=l[ﬁ57—7j=57—7i1,414216 = vypodtend
| 2017 12| 2117 12) 21204) 408

12
hodnota se shoduje na prvnich péti desetinnych mistech.

' b) Vypoéti pomoci tohoto algoritmu J7 a 10,3 na tfi desetinnd mista.
PribliZna hodnota xﬁ na Sest desetinnych mist: xﬁ =2,645751.

Jako x, zvolime ¢&islo 3 (3° >7 atedy x7 >a)



S < x . I a
. UrCujeme dalsi ¢leny posloupnosti vzorcem x,,, = 1 +x, |:
: Xy

io xz::J;(z“+3j::};(z“+§;]:_l[iQ::Ei::z,g’
; 2.3 2\3 3) 2 3 3

. )c3=l l+§ :l[ﬁ2+§j:l §+ﬁj=l£=££2,64583 = vypoctena
' 218 3|1 2(8 3) 2124 24) 2 24 48
3

hodnota se shoduje na prvnich tfech desetinnych mistech.

Pfibliznd hodnota /0,3 na Sest desetinnych mist: /0,3 =0,547723.
Jako x; zvolime ¢islo 0,6 (O, 6>=0,36>0,3 a tedy xf >a)

s o . 1| a
. UrCujeme dalsi ¢leny posloupnosti vzorcem x,,, = ol T +x, |:
: X

n

3
° xzz.l lll+u§_ :_l(gﬂpjij::J;(}_+_§{]:_l(jinpjij::J.EL!::EJ_:(LSS,
2| 6 10 216 10 212 10 2110 10 2 10 20
10
| 3
io xg:_l l£l+ull. :.l(£i4ullj:Ll[:£§2+u£%lj:Ll 44’&(L54772727 —
| 2| 1120 211 20 21220 220 2 220

20

vypoctend hodnota se shoduje na prvnich péti desetinnych mistech (tedy vice nez
pozadovanych tiech).

¢) Dokaz platnost tohoto postupu (ptedpokléadej, Ze posloupnost (xn )::1 je konvergentni, poté
vyuZzij rovnost limx, =limx , =c).

n-o n-o

b . l(a j
D limx,,, =lim—| —+x,
pono® n-o2\ x

n

i . : .1 1
' VyuZijeme limx, =c: limx,,, =hm§(£+xnj =—(£+cj =c
: n—oo n— o n— 00 xn

- Upravujeme jen posledni rovnost: %(ﬁ + cj =c /012
| c

Lie=2e /D

H Pi.9: Hodnota ¢isla 77 byla piivodné€ ur¢ovdna pomoci vztahu mezi obvodem kruZnice a
H obvodem pravidelnych rn-ihelniki, které jsou této kruZnici opsany a vepsany.



a) Odhadni velikost ¢isla 77 pomoci ¢tytihelnik.

b) Najdi vzorce pro n-ty ¢len obou posloupnosti (vyuZzij goniometrické funkce) a
zjistit, kolikaihelniky musime pouzit, abychom ur¢ili hodnotu ¢isla 77 na dvé
desetinnd Cisla.

¢) Vyjadii ptfesnou hodnotu 77 jako spole¢né limity obou posloupnosti.

i a) Odhadni velikost ¢isla 77 pomoci ¢tyfihelniki.
- Nakreslime si obrazek kruZnice o poloméru 1 a ¢tverce, ktery je kruZnici opsdn a vepsan.

- Obvod kruZnice je z obrézku:
* mensi nez obvod opsaného modrého Ctverce,
1+ vetsi nez obvod vepsaného zeleného Ctverce.
. Obvody:
-+ Obvod kruznice: 0 =277 = 27701=277.
* Obvod opsaného modrého Ctverce (strana a =20 =2): 0 =4a=4[2=8.
* Obvod vepsaného zeleného Ctverce (strana a = 20=42 - pfepona rovnoramenného
pravodhlého trojhelniku): o =4aq =4+/2 .
' Dosadime: o,. >0, >
' 8>2m>42  /:2
C4>m>22=28

- b) Najdi vzorce pro n-ty ¢len obou posloupnosti (vyuZzij goniometrické funkce) a zjistit,
. kolikatihelniky musime pouZit, abychom ur¢ili hodnotu ¢isla 77 na dvé desetinna ¢isla.
' Nakreslime si jednu stranu opsaného (vepsaného) n-ihelniku a vypocteme délku strany.

§§§§§ 1
1 - S 1
a /TU;—' =T )} a
" Z modrého pravouhlého trojihelniku: Ze zeleného pravouhlého trojihelniku:
a a
tggzlzg — a:ztgg Singzl:ﬁ = a=25in£
2 1 2 2 2 1 2 2
360°  a _180° 180° 360°  a _180° . 180°
a= =>—= = a=2tg a= =>—= = a =2sin

n 2 n n n 2 n n



180° 180°

o, =nld=a=2nlig =nld=a=2nldin
n n
 Plati:
i Ooc >0k >
200 8% 5 2775 2 Bin . /:2
: n n
nﬂglgo > 71> n8in
E n n
' Hodnota 77 na 3 desetinnd mista: 7/7=3,142.
Pro n=10: lOHglgg i3,24>ﬂ>10@in1f8 =3,09
Pro n=20: 20lg S0 2317 > 7> 20 [Fin o0 2313
; 20 20
' Pro n=30: 30Eg180 £3,153>IT>30Bin180 =3,135
; 30 30
' Pro n=40: 40Eg180 =3,148> 7> 40Bin180 =3,138
; 40 40
Pro n=50: SOﬂglgo i3,146>ﬂ>5051n180 =3,140
| 50 50
Pro n=55: 55[g o0 £3,145 > 77> 55 Gin o0 = 3,140
5 55 55
180° 180°

=3,13994=3,14

' Pro n=56: 56[1g =3,144892 =3,14 > ;7> 56 [din
| 56 56

Pokud bychom cht€li urc¢it hodnotu Cisla 77 na dvé desetinnd ¢isla, museli bychom pro odhad
- vyuZit padesati Sesti dhelniky.

¢) Vyjadii ptfesnou hodnotu 77 jako spole¢né limity obou posloupnosti.
= lim(n Bin 120 j = lim(n g 10 J

n-oo n n— oo n

Dodatek: Reseni bodu b) je samoziejmé daleko vyhodné&jsi pomoci tabulkového procesoru
neZ na kalkulacce. Casto se stavd, Ze dojde k pokusu o vypocteni hodnot obou fad
pro vSechna pfirozend n coz vede k nesmyslnym vysledkiim pro n =1 (spravné¢ 0

pro horni i dolni mez) a n =2 (neni definovdna horni mez kvili tgg ). Pro Zéky je

osvobozujici, kdyz si uvédomi, Ze nejmensim 7, pro které ma smysl hodnoty
pocitat je Cislo 3 (k tomu, abychom se mohli bavit o n-tihelniku opsanému
(vepsanému) kruZnici je nutné uvazovat alespon trojihelnik (tedy n =3).

Shrnuti:



